
TES spé math Notion de graphe 05/09/2013 
Lycée Saint Joseph Pierre Rouge  2013-2014 

V. Graphe probabiliste et probabilité de phénomènes 
évolutifs 

Problème : Un élève distrait a tendance à oublier d’amener son livre de math en classe. 
- S’il a pensé à le prendre un jour, il a 2 chances sur 3 de l’oublier le jour suivant. 
- S’il a oublié son livre un jour, comme l’enseignant lui fait une remarque, l’élève se rappelle 3 fois sur 4 de 

prendre son livre le jour suivant.  
Quelle est la probabilité qu’il oublie son livre au bout de 10 jours, sachant qu’il l’a oublié le premier jour ? 
 

a. Graphes probabilistes 

 Définition :  
Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré tel que : 
 - d’un sommet à un autre, il y ait au plus une arrête ; 
 - tous les poids sont positifs ; 
 - la somme des poids des arêtes orientées partant de 
chaque sommet est égale à 1 
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b. Matrice de transition 

,  

 Définition :  
Soient 𝐴𝑛 et 𝐵𝑛 des évènements évolutifs, on note 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 leurs probabilités. 
Soit 𝑃𝑛 = [𝑎𝑛 𝑏𝑛] la matrice ligne correspondant aux probabilités des évènements 𝐴𝑛 et 𝐵𝑛 on 
définit la matrice de transition des états comme étant la matrice qui permet de passer d’un 
état aux suivant : tel que pour tout entier 𝑛 

𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛 × 𝑀. 
Remarques : Les coefficients de cette matrice correspondent aux probabilités marquées sur 
l’arête d’un graphe probabiliste. 

Tous les coefficients sont donc positifs, et pour chaque ligne de la matrice la somme des 
coefficients est égale à 1. 

Ces matrices ont pour forme :  

𝑀 = � 1 − 𝑎   𝑎
𝑏   1 − 𝑏  � 

𝑎 et  𝑏 sont compris entre 0 et 1, et (𝑎 , 𝑏) ≠ (0 , 0) et (𝑎 , 𝑏) ≠ (1 , 1) . 

Théorème 5 : Soit un système évolutif pouvant être dans l’état 𝐸 ou dans l’état 𝐸, le passage 

de l’un à l’autre étant régi par la matrice de transition : 𝑀 = � 1 − 𝑎   𝑎
𝑏   1 − 𝑏  � . 

Alors la distribution de probabilité entre 𝐸 et 𝐸 évolue vers :  � 𝑏
𝑎+𝑏

  , 𝑎
𝑎+𝑏

 � .  
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Exercices 
Exercice 1. 

Au Pays Maudit, la météo est assez simple : soit il fait beau (noté B), soit il pleut (noté P) ou 
soit il grêle (noté G). 

Le temps passe d'un état à un autre en respectant invariablement les règles suivantes : 

- S’il fait beau un jour, il ne fera pas beau le lendemain et il y a autant de chances qu'il 
pleuve ou qu'il grêle. 

- S’il pleut ou s’il grêle, il y a une chance sur deux qu’il fasse le même temps le lendemain 
et une chance sur quatre qu’il fasse beau le lendemain. 

 
1) S'il grêle aujourd’hui, quel temps fera-t-il demain ? Répondre en utilisant un arbre de 
probabilité. 

2) Compléter le graphe probabiliste ci-contre résumant la 
situation : 

3) On note 𝑏𝑛, 𝑝𝑛 et 𝑔𝑛 les probabilités respectives qu'au 
énième jour il fasse beau avec une probabilité 𝑏𝑛, qu'il 
pleuve avec une probabilité 𝑝𝑛 et qu'il grêle avec une 
probabilité 𝑔𝑛. 
Construire un arbre de probabilité résumant les 
probabilités de transition du jour 𝑛 au jour 𝑛 +  1. 

4) a) On note 𝐽𝑛 = �
𝑏𝑛
𝑝𝑛
𝑔𝑛
�  la matrice colonne des probabilités au jour 𝑛. 

Déterminer la matrice de transition 𝑇 telle que 𝐽𝑛+1 = 𝑇 𝐽𝑛. 

    b) Vérifier que 𝑇 �
0
1
0
� =

⎝

⎜
⎛

1
4
1
2
1
4⎠

⎟
⎞

 puis donner une interprétation de ce résultat. 

    c) À l’aide d’un produit matriciel, prévoir le temps du surlendemain. 

5) a) À l'aide d'une calculatrice ou d'un logiciel, calculer les premières puissances de la matrice 
de transition et vérifier que ces puissances semblent converger vers la matrice limite 

⎝

⎜
⎛

1
5

1
5

1
5

2
5

2
5

2
5

2
5

2
5

2
5⎠

⎟
⎞

. 

     b) En admettant ce résultat, en déduire le temps au Pays Maudit à longue échéance. 
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Exercice 2. 

Une assurance automobile propose à ses clients un contrat dont les tarifs dépendent des 
accidents déclarés et responsables. Il existe trois catégories de tarifs : Bas, Intermédiaire et 
Haut. 

La réglementation est la suivante : 

- La première année, l'assuré paie le tarif Intermédiaire. 
- Sans accident déclaré pendant une année, il passe au tarif inférieur (sauf dans le cas où il 

est déjà au tarif le plus bas). 

- Si l'assuré déclare au moins un accident responsable durant une année, il passe au tarif 
supérieur (sauf dans le cas où il est déjà au tarif le plus haut). 

 

Une étude récente réalisée par l'assurance montre qu'un assuré pris au hasard a une probabilité 
de 10% d'être responsable d'au moins un accident au cours d'une année. 

1) Le graphe probabiliste ci-dessous traduit l'évolution du tarif payé par un assuré pris au 
hasard. Compléter ce graphe par les probabilités de passer d'un tarif à l'autre. 

 

2) On note 𝑏𝑛, 𝑖𝑛 et ℎ𝑛 les probabilités qu'un assuré pris au hasard l'année 𝑛 soit 
respectivement au tarif Bas, Intermédiaire et Haut. Construire un arbre de probabilité 
résumant les probabilités de transition de l'année 𝑛 à l'année 𝑛 + 1. 

3) On note 𝑃𝑛 = �
𝑏𝑛
𝑖𝑛
ℎ𝑛
� la matrice colonne des états de la marche aléatoire après l'année n.  

Déterminer la matrice de transition 𝑇 tel que : 𝑃𝑛+1 = 𝑇𝑃𝑛. 

4) En admettant la convergence de 𝑃𝑛, déterminer la matrice limite 𝑃 = �
𝑏
𝑖
ℎ
� définissant l'état 

stable et en déduire quelle sera à long terme la répartition des assurés entre les trois 
catégories de tarif. 

Aide : On rappelle que : 𝑏 + 𝑖 + ℎ = 1. 
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