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I. Variable aléatoire continue

wDéfinition : Une variable aléatoire réelle a densité (ou continue) est une application définie sur

un ensemble Q) et prenant les valeurs d'un intervalle I de R.

= Exemple : Ainsi on peut dire que la fonction Rand() de la calculatrice ou la fonction alea(), suit
la loi uniforme sur [0; 1]. Elle renvoie de fagon aléatoire aléatoire un nombre dans l'intervalle
[0;1].

= Définition : Soit f une fonction continue est positive sur un intervalle I = [a; b] telle que :

fbf(t)dt = 1.

On dit que X est une variable aléatoire réelle continue de densité f si pour tout x; et x, de I
avec xq < xy &

X2

X1
On définit ici une loi de probabilité P continue sur I, et f est appelée densité de probabilité de
Psurl.

= Exemple : La fonction de densité de la loi
uniforme sur [0; 1] est la fonction définie
sur l'intervalle [0; 1] par f(x) = 1.

Ainsi,
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C'est aire du carré de c6té 1. 02/

1 1
ff(x)dxzf ldx =[x]§=1-0=1.
0 0

Donc on définit bien une loi de probabilité, ~F e @ @ @ @ T m W ww

0.2

Exercices :

- Programmer un algorithme qui simule une loi uniforme sur : [0;2], [0;3], sur [0;a].
- Ecrire un algorithme simulant la loi uniforme sur [1;3], sur [4;6] et sur [a; b].
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IT. Loi uniforme sur [a;b].

wDéfinition : Soit [a; b] un intervalle de R (avec a # b).

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a; b] si, pour tout intervalle I inclus dans
[a; b], la probabilité de I'événement « X € I »

est l'aire du domaine
Lot
{M(x;y);xEIetOSySf(x)},fesT|Cl b—a
fonction constante définie sur [a; b] par 1
1
flx) =+—. 0.8
En particulier, pour tout intervalle [c; d] 061
inclus dans [a ; b], ona 0a.
4 .
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L? fonction f définie sur [a;b] par f:x - T 57 [ 03 Tiios o8 1 12 ‘i3
— est appelée fonction de densité de la

b—a
loi uniforme sur [a;b].

1 d—c
e =

1 d
P(CSXSd)=mf 1dx =
c

=Propriété : Si une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a; b], alors
d—c

PleSX<d)=3—

= Définition : Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [a;b]. On appelle
espérance de X le réel noté E(X), défini par

b
E(X) = j x f(x)dx,

ouf:ix b—ia est la fonction de densité de la loi uniforme sur [a, b].

b b 1 (P 1 [x2]” 1 [p?2 a?] (b—-a)b+a)
E(X)—.l;xf(x)dx—Lxb_adx—b_a axdx_b—alTl “b—al2 2| B-a2
a
_b+a
=—

=Propriété : L'espérance d'une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [a; b] est :

+b
E(X)=a2 .
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»Définition : Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [a;b]. On appelle :  *
Variance de X le réel, noté V(X), défini par :

b 2
V(X) =f (x —EX)) f(x) dx.

* écart-type de X, le réel noté o(X), égale a la racine carrée de la variance de X :

o(X) =yV(X).

b _ 3 N
azbia@(bza) _%<a2b>>
(b — a)?

2
) dou:V(X) = T

V) = 1 fb( a+b>2d 1 1( a+b)3
“bh—al \""7T2 ) ¥ Th—a3" T 2

_ 1 ><Z(b—a
" b—a’” 3

3\ 2

=Propriété : L'espérance d'une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [a; b] est :

V(X)=M et 0(X)=b1_2a.

12

ITI. Loi normale

a. Loi normale NV (m, o)

wDéfinition : Soient m € R et o € R}.

Une variable aléatoire X suit une loi normale d'espérance m et d'écart-type o si, pour tout
intervalle I inclus dans R, la probabilité de I'évenement « X € I » est |'aire du domaine
{M(x;y);x€let0<y<f(x)}ouf estlafonction définie sur R par :

fG0) = (7

e 2\ o

oV2m

Cette fonction est la densité de la loi normale d'espérance m et d'écart-type o.

Remarque : La probabilité de 'événement«a < X < b»est:P(a< X <b) = f:f(x)dx.

Exemple : On a représenté une loi normale de
moyenne m = 5,3 et d’écart-type s = 2,51. 0154
La probabilité est I’aire sous la courbe dessinée

en bleu ci-contre.
0.1

0.051

0 5 10 1
(1 b

0054 F(2.18 < X < B.8T) = (.82
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=Propriété : Si une variable aléatoire X suit une loi hormale d'espérance m et d'écart-type o de
fonction de densité f alors :

la courbe représentative de f est symétrique par rapport a la droite d'équation x = m et l'aire
entre cette courbe et 'axe des abscisses est finie égale a 1 ;

pour tout réel b, la limite

b 1 1(x—m
lim
a--® J, gV2m
existe et est finie ; cette limite est la probabilité de I'événement « X < b » ;

P(X<m)=P(X>=m)=0,5.

Exemple de représentation graphique de la loi hormale. (0 Fichier géogébra)

E Calcul de probabilités d'une loi normale a I'aide de la calculatrice :

Lorsque X suit une loi normale d'espérance m et d'écart-type o, N'(m; o),
Pour obtenir la probabilité P(a < X < b):

- Avec les TI enallant dans le menu DIST, on utilise la 2°™ EEEEEI E;E
fonction : normalFRép(a, b, m, 5). EPF‘E'F' i Eigma
- Avec les Casio dans le menu Stat puis DIST et NORM et enfin  p : mu

Save ResiMHone

Cdp,

CHLC

Le probléme qui se pose pour le calcul des probabilités des
événements du type « X < b » est que la calculatrice ne donne que la probabilité des évenements
de la forme «a < X < b ».

Premiere méthode : Pour se faire, on utilise le fait que P(X <m) = P(X = m) = 0,5.

Donc pour calculer P(X < b) il faut faire deux cas :
-Sib>moncalculera PX <bh)=PX<m)+P(m<X<b)=05+ P(m<X<h).
-Sib<moncalculeraP(X <b)=PX<m)—Phb<X<m)=05-P(b<X<m).

Autre méthode : sans faire de découpage a I'aide la moyenne, il suffit de rentrer dans la

calculatrice :
P(X <b)=P(-10° <X <b) ou P(X=b)=P(b<X<10%).
Donne des approximations suffisamment fines pour résoudre les problémes posés.

b. Les intervalles a « 1, 2 ou 3 sigma »

= Théoréme : Si une variable aléatoire X suit une loi normale d'espérance m et d'écart-type o
alors :

P(m—o0 <X <m+o) =~ 0,68 (arrondis au centieme)

P(m—20 <X <m+ 20) = 0,95 (arrondis au centieme)

P(m—30 <X <m+ 30) = 0,997 (arrondis au millieme)
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c. Approximation de la loi binomiale par la loi normale

w Théoréme : Pour n « assez grand » n > 30 et une probabilité vérifiant : np > 5 et n(1 —p) =5,
alors on peut approcher la loi binomiale de parametre B(n,p) par la loi normale d'espérance

m = np et d'écart-type o = \/np(1 —p).

IV. Théoréme centrale limite.

wThéoreme : Soient X, X, ... X,,, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi, admettant
une moyenne u et un écart-type o non nul. Pour n suffisament grand, la variable aléatoire

X, suit approximativement une loi normale (u %)

_ X1+X2+"'+Xn
n
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