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I. Equation et inéquation du second degré

» Théoreme : Soient a, b et ¢ des hombres réels avec a non nul, on appelle discriminant et on note

A le nombre b? — 4ac.

L'équation ax® + bx + ¢ =0,
- admet deux solutions réels si A > 0 :
—b — VA _—b++A

X1 = T et Xy

- admet un solution double si A =0:

- n'admet pas de solutions réel si A < 0.

Remarque : Ces solutions se nomment parfois racine de I'équation (ou du polynome).

» Théoreme : Soient a, b et ¢ des hombres réels avec a non nul, on appelle discriminant et on note
A le nombre b? — 4ac.
Le signe du polynome ax? + bx + ¢, est donné par les tableaux suivants :
-SiA>0
X —00 X1 X2 +00
ax2+bx+c signe(a) 0 -signe(a) 0 signe(a)
-SiA=0
X —00 Xo +00
axi+bx+c signe(a) 0 signe(a)
-SiIA<O
X —00 +00
ax’+bx+c signe(a)

Remarque : Résoudre l'inéquation ax? + bx + ¢ = 0 revient d déterminer le signe du ftrinomes.
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IT. Fonctions de références

a. Fonction affine

= Définitions : On appelle fonction affine toutes fonction de la forme f(x) = ax + b.

a est le coefficient directeur de la droite ;
b est l'ordonnée a l'origine c'est I'image de 0 par la fonction f. (c'est-a-dire f(0) = b).

b. Fonction polynome du second degré

»= Définition : On appelle fonction polyndmes du second degré, ou trindme, toute fonction f

définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ ol a,b et ¢ sont trois nombres connus, et a # 0.
Il s'agit de la forme développé de f(x).

w Propriété : Dans un repere orthogonal d'origine 0, la représentation graphique d'une fonction
polynéme du second degré est une parabole de sommet S.

Variations des fonctions polynomes de degré 2

= Théoréme : Les fonctions polyndmes du second degré varie selon le signe de a, ona 2 cas :

- Sia > 0: la fonction est décroissante puis ensuite croissante , le tableau de variation est :

xr —oa —2% +oc
o0 +oo
fix) KH,
Ir
=)
- Sia < 0:la fonction est croissante, puis décroissante le tableau de variation devient :
xr —oa —2% e
[
f [—r]
fix) " T
T T
—ea —o

Sommet et extrémum

Une conséquence immédiate du théoreme précédent :

fpa - b (_L
Le sommet S de la parabole a pour coordonnées : S (— a2 f( ))

- Sia > 0, la fonction polyndme admet un minimum : f (— zb—a)

- Sia <0, la fonction polyndme admet un maximum : f (— Zb—a)
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Forme canonique

» Théoréeme : Pour toute fonction polynome f d'équation f(x) = ax? + bx +c,

on pose a = —% etp=f (— 23) Alors la forme canonique de la fonction f est :

a

fx) =alx—a)?+B.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par :
fx) =2x>+6x+7
Déterminer la forme canonique de la fonction f...

c. Fonction logarithme népérien

Définition : On appelle fonction logarithme népérien, I'unique fonction f définie et dérivable sur
10; +oo[, ayant pour fonction dérivée la fonction x %

et vérifiant, pour tous réel a et b strictement positifs, f(ab) = f(a) + f(b).

La fonction logarithme népérien est notée In.

Propriété : Pour tous réels a et b de ]0; 4o,

In(ab) =Ina+1Inb

1(1)— 1 tl(a)—l Inb
n P = na e n b =1na no.

Pour et tout entier relatif n,

1
In(a®) =nlna et In(Va)= Eln a.

Propriété : La fonction In est dérivable sur ]0; +oo].
Sa fonction dérivée est x — %

Propriété :

lim Inx =+ et limlnx = —co.
X—+00 x—0

Dans le tableau de variation, on note f la fonction In et f’ sa dérivée.
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2]
X 0 +00
1 1]
flx) == +
X
+00 0 .
0 1 2 3 4 5 6 7 §
f(x) / )
—00

d. Fonction exponentielle

= Définition : Pour tout nombre réel a, on appelle exponentielle de a, et on note e?, I'unique réel b
tel que Inb = a.

wPropriétés : Pour tout réel x, et tout réel y strictement positif , on a les propriétés suivantes :

De*>0 O@Ohy=xeoy=e¢€* ®In(e*) = x @eln® =y

wPropriété :

Pour tous réels x et y, et tout entier naturel n,
X

1 e
De** =e¥e? @ —=eF O— =7 @eM) =™
e e

wPropriété : La fonction f définie sur R par f(x) = e* est dérivable sur R et pour tout réel x
f'(x) =e*.

wPropriété :

lim e* =0et lim e* = +oo.

X—>—00 X—+00

On résume ces informations dans un tableau de
variation :
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= Propriété : Pour tout nombre réel a positif, on appelle exponentielle en base a, et on note a*, la
fonction tel que pour tout x, a* = e*n,

e. Fonction racine

= Définitions : On appelle fonction racine la fonction qui a tout x et R* associe la racine de x noté

Vx.

= Propriété : La fonction racine est strictement croissante sur R*

f. Fonction trigonométrique

Fonction sin

= Définition : La fonction sinus est définie pour tout nombre a réel (R) pas sina

Fonction cos

= Définition : La fonction sinus est définie pour tout nombre a réel (R) pas cos @

wPropriété : Ces fonction tfrigonométrique sont périodique de période 2m, c'est-a-dire pour tout
nombre réel ¢t et tout entier relatif n

cos(x + 2mn) = cos x
sin(x + 2mn) = sinx
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a. L'ensemble de définition

= Définitions : On appelle ensemble de définition d'une fonction f I'ensemble des valeurs

possédant une image par f.

Remarque : Elle provient de la modélisation faite du probleme.

Exemples mathématiques : La fonction f définie par f(x) = 2x — 4 est définie sur R.

La fonction g définie par g(x) = i est définie sur R*.
La fonction h définie par h(x) = Vx est définie sur R*.
Note : I'ensemble R représente tous les nombre réels (exemple : 0; —1;v2 ;m;1,4,10% etc....)

b. Les variations

Extrémum d'une fonction sur un intervalle

= Définitions : Soit f une fonction continue sur un intervalle I, on appelle extrémum de f sur I :
- Un maximum M réel tel que pour tout x € I, f(x) < M.
- Un minimum m réel tel que pour tout x € I, f(x) = m.

Exemple : On a tracé la fonction g ci-dessous : 3 A

Dans le menu CALCUL les fonctions maximum et minimum
permette d'en trouver une approximation.

Sens de variation d'une fonction sur un

intervalle (monotonie) 2]

= Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et pour tous a et b deux réel de I
telque a < b:

- f(a) < f(b), on dit que la fonction f est croissante.

- f(a) > f(b), on dit que la fonction f est décroissante.

- f(a) = f(b), on dit que la fonction f est constante.

Exemple : Sur 'exemple précédent, la fonction g est croissante décroissante, puis croissante. On
représente ces informations sous forme d'un tableau de variation :

x 0 0.9 3 4

2.9 25

£ / \ /
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c. Limites
Théorémes générale

w Théoréme : (somme de fonction) Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R, et

a et b deux réels.
- Si f(x) tend vers a et g(x) vers b alors f(x) + g(x) tendversa +b.
- Si f(x) tend vers a et g(x)tend vers +o, alors f(x) + g(x) tend vers +oo.
- Si f(x) tend vers a et g(x)tend vers —o, alors f(x) + g(x) tend vers —oo.
- Si f(x) tend vers +o et g(x)tend vers +oo, alors f(x) + g(x) tend vers +co.
- Si f(x) tend vers —o et g(x)tend vers —oo, alors f(x) + g(x) tend vers —co.

Remarque : Si f(x) tend vers —oo et g(x)tend vers 4+, alors on ne peut conclure sur la limite de
f(x) + g(x) est une forme indéterminée.
Exemples : Soient trois fonctions définies sur leurs domaines de définition respectifs :
f(x)=x*—-2x—-14 Dy=R
g(x) = sin(x) + cos(x) Dy =R

1 1
R =—+= Dy \(0}
lim f(x) = lim (x? —2x — 14) = +o0
X—+00 X—+00

lim f(x) = lim (x? —2x —14) = lim x%? = 4+
X—>—00 X——00

X——00

1 1
lim h(x) = lim (—+—2) =
X——00 x——00 \X X

1 1
lim h(x) = lim (— +—2> =07
X—+00 X—=+00 \X X

w_ Théoréme : Soit f et g deux fonctions définies sur un inervalle I de R, et a et b deux réels.
- Si f(x) tend vers a et g(x)tend vers b, alors f(x) x g(x) tend vers ab.
- Si f(x) tend vers a (avec a # 0) et g(x)tend vers +oo, alors f(x) X g(x) tend vers t+oo selon

le signe de a.
- Si f(x) tend vers to et g(x)tend vers to, alors f(x) x g(x) tend vers +o selon la régle du
produit.

Remarque : Si f(x) tend vers 0 et g(x) tend vers t+ o, alors on ne peut conclure sur la limite de
f(x) X g(x) est une forme indéterminée.

= Théoreme : Soit u une fonction définie sur un intervalle I de R telle que u ne s'annule pas sur 1.

- Si u(x) tend vers to, alors ﬁ tend vers 0.
- Si u(x) tend vers un réel a non nul, alors ﬁ tend vers %
- Si u(x) tend vers 0 et est strictement positif sur I, alors ﬁ tend vers +oo.

- Si u(x) tend vers 0 et strictement négatif sur I, alors ﬁ tend vers —o
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Exemple : Limite en 0 de la fonction x - \/i; :

La fonction x — +/x est définie est positive sur [0; +oo[, sa limite en 0 est 0.

On déduit du théoréme précédent :

1
lim— = +oo.

x-0+/x -

Cas des fonctions polynomes et rationnelles a l'infini

R Activité : Soit les fonctions f, g et h, définies sur R par :

3 2 2
x° —2x“+x 2x—1 2x°+1
f(x)_—x2+2x—7' g(x)—x— X2 +1

Déterminer les limites quand x tend vers + et vers —oo,

d. Comportement asymptotique

Asymptotes horizontales

» Deéfinition : Soient une fonction f définie sur un intervalle de la forme [a ; +oo[ (respectivement
] — o0;a]) avec a un réel et C; sa courbe représentative.

Lorsque la fonction f admet pour limite en +oo (r. en —) un réel k ; c'est-a-dire:

lim £(x) =k, (r. lim f(x) = k)

X—+00

On dit que la droite d'équation y = k est asymptote horizontale a C; au voisinage de +oo (r. —co).

Asymptotes verticales

w_Définition : Soient f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a; +oo[ (ou ] — «;al)

avec a un réel et C; la courbe représentative de la fonction f.

Lorsque la limites de f en a est égale a £ oo :
lim f(x) = o

x—a

on dit que la droite d'équation x = a est asymptote verticale a Cy.

Asymptotes obliques

x» Définition : Soient f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja; +oo[ (ou] — o ; a[)
avec a un réel et C; la courbe représentative de la fonction f.
Lorsque la limite de (f —y) en +o est égale a 0 :

xl_i)rpm(f(x) — (ax + b)) =0

on dit que la droite d'équation y = ax + b est asymptote oblique a C;.

F Activité : Donner les asymptotes des fonctions f, g et h de l'activité précédente.
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e. Nombre dérivé et fonction dérivée

Nombre dérivé en a

= Définition : Soit une fonction f définie sur un intervalle I. On appelle nombre dérivé en a, le
coefficient directeur de la tangente a f en le point d'abscisse a.

Exemple : On a représenté une fonction, faites bouger 'abscisse a du point M, on a affiché le
coefficient directeur de la tangente. (lien),

Sur la calculatrice, dans le menu CALCUL (image 1 et 2) il est possible de faire afficher le
nombre dérivé d'une fonction en un point (3 sur I'exemple : f'(3) = 2).

En allant dans le menu DESSIN (image 3 - 4) on peut faire afficher la fangente a la courbe ainsi
qu'une équation de cette tangente (y = 2x — 5,5)

2 FOINTS STO
salue L lrDraw
2izero 2ilined
Siminimum SiHorizont.al
%:maxlmum dillertical

rintersect Tarndent..
o : Or-awF H=
R A T dvAdr=z rShade] wZZH+EE

E(bouger le point b) Remarque : Le nombre dérivé au point d'abscisse A(a; f(a)) est la limite des
coefficients directeurs de la droite (AB) lorsque B se rapproche de A.

fb) — f(a)
b—a

f'(a) = lim

Fonctions dérivées

a) Fonction de références

w Théoremes : Soient k,a et b des constantes réelles et n un entier naturel non nul.

Ensemble de . + ot
définition de f R R R R R R R R R R
1
f(x) k | ax+b | x? x™ — Vx cosx | sinx e* Inx
x
’ n-1 1 1 i X 1
f'(x) 0 a 2x | nx -= F —sinx | cosx e -
x X x
Ensemble de *
* +
définition de f* R R R R R R R R R R

b) Opérations sur les fonctions

»_Théorémes : Soient u et v deux fonctions de la variable x dérivables sur un intervalle I, k

une constante réelle et n un entier naturel non nul.
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1 u
f u+v ku u.v — " u™ cos(ax + b) sin(ax + b)
u
! ! !
u u'v—uv .
frolu+v | kd | uv+w | — — | —— |n u'u™?! | —asin(ax + b) | acos(ax + b)
u v

c) Composition de fonctions

w» Théoreme : Soient une fonction u définie et dérivable sur I un intervalle réel et n un entier

naturel non nul. Pour tout réel x € I

((u(x))n)’ =n X u’(x)(u(x))n_l.

» Théoréme : Soit une fonction u définie et dérivable sur I un intervalle réel. Pour tout réel x € I
(e”("))’ = u'(x)e*™.

» Théoréme : Soit une fonction u définie, strictement positive et dérivable sur I un intervalle

réel. Pour tout réel x € I

(ln(u(x)))’ =u'(x) ln(u(x)).

d) Variation et dérivée

w_ Théoréme : Soit une fonction f définie et dérivable sur I un intervalle réel.

Pour tout x d'un intervalle J, f'(x) = 0 si et seulement si f est croissante sur J,,.
Pour tout x d'un intervalle J, f'(x) < 0 si et seulement si f est décroissante sur J,.

f. Parité et périodicité

Parité

a) Fonction paire

x» Définition : On dit qu'une fonction f est paire si pour tout réel x du domaine de définition

f(=x) = f(0).

= Propriété : La courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport a l'axe des
ordonnées.

1 .
x*47x6 '

Exemple : Les fonctions x » 3x? + x*; x »

x = cos x sont des fonctions paires.

10
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b) Fonction impaire

= Définition : On dit qu'une fonction f est impaire si pour tout réel x du domaine de définition

f(=x) = =f(0).

= Propriété : La courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport au point
0.

1 .
x+2x3 "’

Exemple : Les fonctions x = x3 +2x°; x — x + sinx sont des fonctions impaires.

Périodicité

= Deéfinition : On dit qu'une fonction f est périodique de période T lorsque pour tout x réel du
domaine de définition :

fx+T) = f(x).

= Propriété : Soit f une fonction de période T alors pour tout réel x du domaine de définition et
pour tout entier naturel n :

f(x +nT) = f(x).

Exemples : Les fonctions circulaires sin cos sont périodiques de période 2.

IV. Fonction circulaire réciproque.

g. Fonction arcsin

w» Deéfinition : La fonction arcsin est définie sur [—1;1] tel que pour tout | 0

x € [-1;1] et pour tout y € [—g %] onait :

arcsin(x) =y = x = sin(y)

—ri2 4

h. Fonction arccos

x» Deéfinition : La fonction arccos est définie sur [—1;1] tel que pour tout x €
[-1;1] et pour tout y € [0; m] on ait :
arccos(x) =y = x = cos(y) ‘

N

2

i. Fonction arctan ; ; ; ; . . . . .

-TTi2
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w» Définition : La fonction arctan est définie sur R tel que pour tout x € R et pour tout y € ]—g g[

onait :
arctan(x) =y = x = tan(y)

= Propriété : Pour tout hombres réels x,
1

1+ x?

(arctan(x))’ =

12
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